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Abstract : The main aim of this article is to prove the following theorem :
THEOREM(LINDELOFF HYPOTHESIS) : ζ(σ+ it) = O(|t|ε) for every real number ε > 0
and for every σ≥ 1

2 .

Résumé
Le but de cet article est d’établir le théorème suivant :

THEOREME (HYPOTHESE DE LINDELÖF) : ζ(σ + it) = O(|t|ε) quel que soit
le nombre réel ε > 0 et quel que soit σ≥ 1

2 .
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1 Introduction

Dans la théorie des séries de DIRICHLET, l’étude de l’ordre d’une fonction définie par
une séries de DIRICHLET occupe une place importante. L’HYPOTHESE DE LINDELÖF
porte sur l’ordre de la fonction ζ(σ) dans la bande critique 0 ≤ σ ≤ 1. On montre que si
f est une fonction définie par une série de DIRICHLET, il existe un nombre réel σ0( f )
tel que la série de DIRICHLET définissant f soit absolument convergente quel que soit
ζ = σ + it et σ > σ0( f ). On définit l’ordre u f (σ) de f pour σ > σ0( f ) comme la borne
inférieure des nombres réels tels que f (s) = O(|t|α),s = σ + it. On montre que la fonction
y = µ f (σ) est une fonction continue de σ dans l’intervalle ]σ0( f ),+∞[ et que si σ1 < σ2
appartiennent à cet intervalle et si y = q(σ) est l’équation de la droite passant par les points
M1 = (σ1,µ f (σ1)) et M2 = (σ2,µ f (σ2)), on a µ f (σ) ≤ g(σ) quel que soit σ appartenant à
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8 H. SEYDI

l’intervalle [σ1,σ2].
Comme la fonction ζ(σ) est bornée pour σ≥ 1+c,c > 0, on en déduit que µ(σ) = µζ(σ) =
0 si σ > 1 et par continuitè on a également µ(1) = 0. L’équation fonctionnelle ζ(s) =
χ(s)ζ(1− s) et la relation | χ(s) |∼ ( |t|2π

)1/2−σ pour a ≤ σ ≤ b quand | t | tend vers +∞,
montrent que µ(σ) = 1

2 −σ si σ < 0 et par continuité on a µ(0) = 1
2 . La droite joignant les

points M1 = (0, 1
2) et M2 = (1,0) a pour équation y = g(σ) = 1

2−
σ

2 , on a donc µ(σ)≤ 1
2−

σ

2
quel que soit σ appartenant à l’intervalle [0,1]. L’hypothèse la plus simple possible est que
le graphe de µ(σ) consiste en deux lignes droites :

µ(σ) =
1
2
−σ si σ≤ 1

2

et µ(σ) = 0 si σ≥ 1
2
.

Cette hypothèse est connue sous le nom d’HYPOTHESE DE LINDELÖF. Elle est équivalente
á O(1

2 + it) = Θ(| t |ε) quel que soit le nombre réel ε > 0. Le problème est lié au problème
des diviseurs consistant en la détermination de la valeur asymptotique de D(x) = ∑n≤x d(x),
où d(n) est le nombre de diviseurs de n et à celui de Dk(x) = ∑n≤x dk(x), où dk(x) est le nom-
bre de possibilités d’écrire x comme produit de k nombres positifs, on a donc D(x) = D2(x).
DIRICHELET a établi les relations suivantes :

D(x) = xLogx+(2γ−1)x+θ(x
1
2 )

Dk(x) = xPk(x)+∆k(x)

où Pk(x) est un polynôme de degré k− 1 et ∆k(x) = O(x1− 1
k Logk−2x) pour k ≥ 2. En

définissant αk comme la borne inférieure des α tels que ∆k(x) = O(xα+ε),ε > 0, on a
donc αk ≤ 1− 1

k = k−1
k . On montre qu’on a la relation 1

x

R x
0 ∆2

k(u)du = O(x2βk+ε),ε > 0
et que βk ≥ k−1

2k , que la relation βk = k−1
2k est équivalente à la relation δk ≤ k+1

2 , et que
l’HYPOTHESE DE LINDELÖF est équivalente à chacune des relations suivantes : αk ≤ 1

2 ,
βk ≤ 1

2 et βk = k−1
2k . Dans cet article nous montrons que ∆k(x) = O(x

1
2 Logk−1x), ce qui im-

plique donc que αk ≤ 1
2 et établit l’HYPOTHESE DE LINDELÖF.

Nous allons maintenant établir le théorème suivant :
THEOREME (HYPOTHESE DE LINDELÖF) : ζ(σ + it) = O(|t|ε) quel que soit le
nombre réel ε > 0 et quel que soit σ≥ 1

2 .

2 Démonstration de l’Hypothèse de Lindelöff

Lemme 2.1. Soit φ(x) une fonction continument dérivable sur l’intervalle [a,b]. Alors si [x]
désigne le plus grand entier inférieur ou égal à x, on a la relation

∑
a<n≤b

φ(n) =
Z b

a
φ(x) dx+

Z b

a
(x− [x]− 1

2
) φ

′(x) dx

+(a− [a]− 1
2) φ(a)− (b− [b]− 1

2) φ(b).
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Démonstration. Nous avons :Z b

a
[x] φ

′(x) dx =
Z [b]

[a]
[x] φ

′(x) dx−
Z a

[a]
[x] φ

′(x) dx+
Z b

[b]
[x] φ

′(x) dx

=
[b]−1

∑
n=[a]

n
Z n+1

n
φ
′(x)dx− [a]{φ(a)−φ([a])}+[b]{φ(b)−φ([b])}

=
[b]−1

∑
n=[a]

n{φ(n+1)−φ(n)}− [a]{φ(a)−φ([b])}+[b]{φ(b)−φ([b])}

= −
[b]

∑
n=[a]+1

φ(n)− [a]φ(a)+ [b]φ(b).

De même Z b

a
(x− 1

2
) φ

′(x) dx = (b− 1
2
)φ(b)− (a− 1

2
) φ(b)−

Z b

a
φ(x) dx.

On a doncZ b

a
(x− [x]− 1

2
) φ

′(x) dx =
[b]

∑
n=[a]+1

φ(n)−
Z b

a
φ(x) dx+(a− [a]− 1

2
)φ(a)−(b− [b]− 1

2
) φ(b)

ce qui équivaut au résultat.

Lemme 2.2. Soient N un entier≥ 0 et f (x) une fonction à valeurs réelles monotone définie
sur [N,+∞[. Alors on a la relation

∑
N≤n≤x

f (n) =
Z x

N
f (t)dt +O(| f (x)|+ | f (N)|).

Démonstration. On peut supposer f croissante. Soient m = [x],ak = N + k si k ≤ m−N
et an−N+1 = x. En calculant les sommes de RIEMANN de ce découpage, on obtient la
relation :

∑
N≤n≤m−1

f (n)+(x−m) f (m)≤
Z x

N
f (t) dt ≤ ∑

N+1≤n≤m
f (n)+(x−m) f (x).

On en déduit donc la relation :

(x−m) f (m)≤
Z x

N
f (t) dt− ∑

N≤n≤m−1
f (n)≤ [ f (m)− f (N)]+(x−m) f (x)

⇐⇒ (x−m−1) f (m)≤
Z x

N
f (t) dt− ∑

N≤n≤x
f (n)≤− f (N)+(x−m) f (x).

Ce qui implique donc la relation∣∣∣∣Z x

N
f (t) dt− ∑

N≤n≤x
f (n)

∣∣∣∣ = O(| f (x)|+ | f (N)|).
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Lemme 2.3. Soit k un entier ≥ 0. Alors on a la relation

∑
1≤n≤x

(Log n)k

n
=

(Log x)k+1

x
+ γk +O

(
(Log x)k

x

)
où γk est une constante absolue et γo = γ (constante d’EULER).

Démonstration. 1) Nous commencerons par le cas classique k = 0. Soit m = [x]+1. Posons

δn =
1
n
−Log(1+

1
n
).

Alors on a Log m = ∑
1≤n≤m−1

Log(1+
1
n
) = ∑

1≤n≤m−1

1
n
− ∑

1≤n≤m−1
δn.

Or 0 < δn <
1

2n2 , donc la série
∞

∑
n=1

δn est convergente et sa somme est un nombre positif

γo = γ (constante d’EULER). De plus on a

+∞

∑
n=m

δn <
1
2

+∞

∑
n=m

1
n2 <

1
2

+∞

∑
n=m

(
1

n−1
− 1

n
) =

1
2(m−1)

.

On en conclut donc que
m−1

∑
n=1

1
n

= Log m + γ + O(
1
m

). Mais Log m = Logx + O(
1
x
) et

O(
1
m

) = O(
1
x
), donc ∑

1≤n≤x

1
n

= ∑
1≤n≤m−1

1
n

= Log(x)+ γo +O(
1
x
).

2) Nous supposerons maintenant que k = 1. Posons m = [x]+1. Il est clair que (Log m)2 =
m−1

∑
n=1

[Log(n+1)2−Log(n)2] et comme Log(n+1)= Log(n)+
1
n
−δn, nous avons :

1
2
(Logm)2 =

m−1

∑
n=1

Log(n)
n

−
m−1

∑
n=1

(δnLog n+
1
n

δn−
1

2n2 −
1
2

δ
2
n).

Comme O < δn <
1

2n2 , on en conclut donc que∣∣∣∣ +∞

∑
n=m

(
δn Log n+

1
n

δn−
1

2n2 −
1
2

δ
2
n

)∣∣∣∣ <
+∞

∑
n=m

Log n
n2

=
Z +∞

m

Log(x)
x2 dx+O

(
Log m

m2

)
(d’après le lemme (2))

=
1
m

+
Log m

m
+

Log m
m2 .

Les deux premiers membres de cette dernière relation montrant que la série
+∞

∑
n=m

(δnLogn+

1
n

δn−
Logn

n2 − 1
2

δn) est convergente et si γ1 désigne sa somme, on en déduit que

m−1

∑
n=1

Log n
n

=
1
2
(Log m)2 + γ1 +O

(
Log m

m

)
.

Or Log m = Logx+O(
1
x
) et O(

Log m
m

) = O(
Log x

x
),

donc
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∑
1≤n≤x

Log n
n

= ∑
1≤n≤m−1

Log n
n

=
1
2
(Log x)2 + γ1 +O

(
Log x

n

)
.

3) Nous supposerons maintenant k ≥ 2.

Nous poserons comme toujours m = [x]+1. Il est clair que

(Log m)k+1 =
m−1

∑
n=1

[(Log(x + 1))k+1− (Log(x))k] et comme Log(n + 1) = Log n +
1
n
− δn.

On en déduit que :

(Log m)k+1 =
m−1

∑
n=1

( k

∑
`=0

C`
k+1(Log n)` . (

1
n
−δn)k+1−`

)
.

Comme 0 < δn <
1

2n2 , on en conclut que pour

` 6= k, C`
k+1 (Log n)` (

1
n
−δn)k+1−` = O

(
(Log n)`

n2

)
.

On a donc la relation
1

k +1
(Log m)k+1 =

m−1

∑
n=1

(Log n)k

n
=

m−1

∑
n=1

un où

un =−δn(Log n)k +
1
k

k−1

∑
`=0

C`
k+1(Log n)`(

1
n
−δn)k+1−` = O

(
(Log n)k

n2

)
.

Donc la série
+∞

∑
n=1

un est convergente et si γk désigne sa somme, on a :

1
k +1

(Log m)k+1 =
m−1

∑
n=1

(Log n)k

n
+ γk−

+∞

∑
n=m

un.

Mais un est combinaison linéaire d’expressions qui sont O
(

(Log n)`

n2

)
pour un `, 0≤ `≤ k.

Or d’après le lemme (2.2), on a la relation

+∞

∑
n=m

(Log n)`

n2 =
Z +∞

m

(Log x)`

x2 dx+O
(

(Log m)`

m2

)
.

Pour `≥ 1, on a Z +∞

m

(Log x)`

x2 dx =
(Log m)`

m
+ `

Z +∞

m

(Log x)`−1

x2 dx

et pour ` = 0,
Z +∞

m

dx
x2 =

1
m

.

On voit donc par récurrence sur ` que
Z +∞

m

(Log x)`

x2 dx = O
(

(Log m)`

m

)
, donc

+∞

∑
n=m

un =

O
(

(Log m)k

m

)
on en déduit donc que

m−1

∑
n=1

(Log n)k

n
=

1
k +1

(Log m)k+1 + γk +O
(

(Log m)k

m

)
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et comme Log m = Log(x)+ O(
1
x
) et O

(
(Log m)k

m

)
= O

(
(Log m)k

x

)
, on en conclut

que

∑
1≤n≤x

(Log n)k

n
=

1
k +1

(Log x)k+1 + γk +O
(

(Log x)k

x

)
.

C.Q.F.D.

Soit n un entier positif. Pour tout entier k ≥ 1, dk(n) désignera le nombre de manière
d’exprimer n comme un produit de k facteurs, donc d(x) = d2(x) désigne aussi le nombre
de diviseurs de n, et d1(n) = 1 quelque soit n.
Nous définirons Dk(x) = ∑

1≤n≤x
dk(n).

Lemme 2.4. Pour tout entier k ≥ 2, on a les relations

Ek(x) = ∑
1≤n≤x

dk(n)
n

= Qk(Log x)+O
(

(Log x)k−1
√

x

)

Dk(x) = ∑
1≤n≤x

dk(n) = x Pk(Log x)+O
(√

x(Log x)k−1)

où XPk(X) et Qk(X) sont des polynômes de degré k.

Démonstration. I) Nous allons d’abord calculer E2(x). Comme d2(x) est égal au nombre
de couples (a,b) tels que ab = n, nous avons :

∑
1≤n≤x

d2(n)
n

= ∑
1
ab

où la somme au second membre s’étend à tous les nombres a et b tels que ab ≤ x. Soit S1
la partie de cette somme dans laquelle a ≤

√
x, S2 la partie de cette somme dans laquelle

b ≤
√

x et S3 la partie de cette somme dans laquelle a ≤
√

x et b ≤
√

x . Il est clair que
E2(x) = S1 +S2−S3.
Posons y =

√
x,z =

x
a

, nous avons alors d’après le lemme (2.3) :

S1 = ∑
a≤y

1
a ∑

b≤z

1
b

= ∑
a≤y

1
a

[
Log(

z
a
)+ γ+O(

a
z
)
]

= Log z.∑
a≤y

1
a
−∑

a≤y

Log a
a

+ γ ∑
a≤y

1
a

+O(
1
z
)∑

a≤y

1
a

= [Log z+ γ][Log y+ γ+O(
1
y
)]− 1

2
(Log y)2− γ1 +O(

Log y
y

)+O(
1
y
)

=
3
8

(Log x)2 +
3
2

γ Log x+ γ
2− γ1 +O(

Log x
x

)
Il est clair que S2 = S1 d’après le lemme (2.3), nous avons également

S3 =
(

∑
a≤y

1
a

)2

=
[

Log y+ γ+O(
1
z
)
]2

=
1
4

(Log x)2 + γ Log x+ γ
2 +O

(
Log x√

x

) .
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Par conséquent on a :

E2(x) = S1 +S2−S3 =
1
2
(Log x)2 +2γ Log x+ γ

2 +O
(

Log x√
x

)
.

II) Nous allons maintenant montrer que si E`(x) = Q`(Log x)+O
(

(Log x)√
x

`−1)
pour `≤ k,

où Q`(x) est un polynôme de degré `, on a

D`(x) = x P̀ (Log x)+O
(

(Log x)√
x

`−1)
pour `≤ k, où P̀ (x) est un polynôme de degré `. Il

nous suffit de prouver l’assertion pour ` = k.

Posons un =
dk(x)

n
et vn = n .

Nous avons donc
Dk(x) = ∑

1≤n≤x
un vn

= ∑
1≤n≤x

[Ek(x)−Ek(n−1)] vn

= ∑
1≤n≤x−1

Ek(n)[vn− vn+1] Ek(m) vn

où Dk(x) =− ∑
1≤n≤x−1

Ek(n)+Ek(m) vm.

Puisque m = x + O(1), on en déduit que Ek(m) vm = x Sk(Log x) + O(
√

x(Log x)k−1 où
Sk(X) est un polynôme de degré k puisque
O(Sk(x)) = O(

√
x(Log x)k−1).

Comme Ek(x) = Qk(Log x)+ O
(

(Log x)√
x

k−1)
, − ∑

1≤n≤x−1
Ek(n) est combinaison linéaire

d’expression de la forme ∑
1≤n≤x−1

(Log n)` 0 ≤ ` ≤ k et d’une expression de la forme

O
(

∑
1≤n≤x−1

(Log n)√
n

)
.

D’après le lemme (2.2), on a :

∑
1≤n≤x−1

(Log n)` =
Z x−1

1
(Log t)` dt +O((Log x)`)

= (x−1)Log(x−1)− `
Z x−1

1
(Log t)`−1 dt +O((Log x)`)

On démontre par récurrence sur ` queZ x−1

1
(Log t)`dt = (x−1) H`(Log(x−1)) où H`(X) est un polynome de degré ` et comme

Log(x−1) = Log x+O(
1
x
), on en déduit queZ x−1

1
(Log t)` dt = x T`(Log x)+O((Log x)`) où T`(X) est un polynôme de degré `.

On en déduit donc que

Dk(x) = x Pk(Log x)+O((Log x)k)+O
(

∑
1≤n≤x−1

(Log n)√
n

)
.

En considérant maintenant la fonction fk(x) =
(Log x)k−1

√
n

, on a :
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f ′k(x) =
2(k−1)−Log x

2x
√

x
. (Log x)k−1 qui st décroissante pour x≥ e2k−2.

Posons m = [e2k−2], alors pour x≥ m+1. On a d’après le lemme (2.1) :

∑
1≤n≤x−1

(Log n)k−1
√

n
= ∑

1≤n≤m

(Log n)x−1
√

n
+

Z x−1

m+1

(Log t)k−1
√

t
dt +O(1)

=
Z x−1

m+1

(Log t)k−1
√

t
dt +O(1)Z x

m+1

(Log t)k−1
√

t
dt = 2

√
x−1(Log(x−1))k−1−2

√
m+1 (Log(m+1))k−1

= 2k
Z x−1

m+1

(Log t)k−1
√

t
dt

.

On montre donc par récurrence sur k,

que
Z x−1

m+1

(Log t)k−1
√

t
dt =

√
x−1 Uk(Log(x−1)) où Uk(X) est un polynôme de degré k−1,

donc ∑
1≤n≤x−1

(Log n)k−1
√

n
= O(

√
x (Log x)k+1).

Par conséquent Dk(x) = x Pk(Log x)+ O(
√

x(Log x)k−1) où X Pk(X) est un polynôme de
degré ≤ k. Mais comme Dk(x) = x P̃k(Log x)+ O(x

k−1
k ) d’après ([2] 12-1-4) où P̃k(X) est

un polynôme de degré k, on en déduit que Pk(X) est de degré k.
III) 1) Il nous suffit maintenant de montrer que si

E`(x) = Q`(Log x)+O
(

(Log x)√
x

`−1)
pour tout `≤ k, où Q`(X) est un polynôme de degré

`, alors on a également

Ek+1(x) = Qk+1(Log x)+O
(

(Log x)√
x

k)
où Qk+1(X) est un polynôme de degré k.

Par définition Ek+1(x) = ∑
1≤n≤x

dk+1(n)
n

donc Ek+1(x) = ∑
1≤n≤x

a1...ak+1=n

1
a1, ...,ak+1

(∗)

Posons bi = ∏
1≤ j≤k+1

j 6=i

a j et pour chaque i,1≤ i≤ k+1, soit si la somme des termes du second

membre de l’expression (*) pour lesquels bi ≤
√

x. Il est clair que

Si = ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b ∑

1≤a≤ x
b

1
a

= ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

[Log(
X
b

+ γ+O(
b
x
)]

= Log(x) . ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

− ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

Log b+ γ ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

+ O(
1
x
) ∑

1≤b≤
√

x

dk(b)
b

= [Log(x)+ γ] Ek(
√

x)− ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

Log(b)+O
(

(Log x)k
√

x

)
.

De même soit S′i la somme des termes du second membre de l’expression (*) pour lesquels
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bi >
√

x

S′i = ∑
1≤a≤

√
x

1
a ∑
√

x<b≤
x
a

dk(b)
b

S′i = ∑
1≤a≤

√
x

1
a

[Ek (
x
a
)−Ek(

√
x)]

= −
[

1
2

Log x+ γ+O(
1√
x
)
]

Ek(
√

x)+ ∑
1≤a≤

√
x

1
a

Ek (
x
a
)

.

On a donc :
Si +S′i =

1
2

Log(x) . Ek(
√

x)+ ∑
1≤a≤

√
x

1
a

Ek (
x
a
)

− ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

Log b+O
(

(Log x)k
√

x

) .

Calculons maintenant A = ∑
1≤b≤

√
x

dk(b)
b

Log b

∑
1≤b≤

√
x

Ek(b) [Log(b)−Log(b+1)]+Ek(m) Log(m) où m = [
√

x].

Mais Ek(m) = Ek(
√

x) et Log(m) =
1
2

Log(x) +O
(

1√
x

)
donc

A =− ∑
1≤b≤

√
x−1

Ek(b) Log(1+
1
b
)+

1
2

Log(x) . Ek(
√

x)+O
(

(Log x)k
√

x

)
.

On en déduit donc que

Si +S′i = ∑
1≤a≤

√
x

1
a

Ek(
x
a
)+ ∑

1≤a≤
√

x−1

Ek(a) Log(1+
1
a
)+O

(
(Log x)k
√

x

)
.

Mais comme Ek(m) . Log(1+
1
m

) = O
(

(Log x)k
√

x

)
, on a également

Si +S′i = ∑
1≤a≤

√
x

[
1
a

Ek(
x
a
)+Ek(a) Log(1+

1
a
)
]
+O

(
(Log x)k
√

x

)
.

Si +S′i = ∑
1≤a≤

√
x

1
a

[Ek(
x
a
)+Ek(a)]+ ∑

1≤a≤
√

x

Ek(a)
[

Log(1+
1
a
)− 1

a

]
+O

(
(Log x)k
√

x

)
.

Nous allons d’abord étudier l’expression

C = ∑
1≤a≤

√
x

Ek(a)
[

Log(1+
1
a
)− 1

a

]

2) Nous avons Ek(x) = Qk(Log x)+O
(

(Log x)k−1
√

x

)
. où Qk(X) est un polynôme de degré

k et Log(1+
1
x
− 1

x
) = O

(
1
x2

)
.
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Soit donc ` un entier, 1≤ `≤ k et soit

C` = ∑
1≤a≤

√
x

(Loga)`

[
Log(1+

1
a
)− 1

a

]
.

Posons

S(y) = ∑
1≤a≤y

[
Log(1+

1
a
)− 1

a

]
= Log(m)− ∑

1≤a≤m−1

1
a

où m′ = [y+1].
.

D’après le lemme (2), S(y) =−γ+O
(

1
y

)
C` = ∑

1≤a≤
√

x−1

S(a) [(Log(a))`− (Log(a+1))`]+S(m)(Log m)` où m[
√

x].

On en déduit donc que

C` = O
(

(Log x)`

√
x

)
.

Par conséquent on en déduit que

∑
1≤a≤

√
x

(Log a)k−1
√

a

[
Log(1+

1
a
)− 1

a

]
= O

(
(Log x)k−1

√
x

)
et

∑
1≤a≤

√
x

Qk(a)
[

Log(1+
1
a
)− 1

a

]
= O

(
(Log x)k
√

x

)
.

On a donc la relation

Si +S′i = ∑
1≤a≤

√
x

1
a

[
Ek(

x
a
)+Ek(a)

]
+O

(
(Log x)k
√

x

)
.

Comme Ek(x) = Qk(Log x) + εk(x) où Qk(X) est un polynôme de degré k et εk(x) =

O
(

(Log x)k
√

x

)
, on en déduit que

Si +S′i = I1 + I2 + I3 + I4 où I1 = ∑
1≤a≤

√
x

Qk(Log a)
a

I2 = ∑
1≤a≤

√
x

Qk(Log ( x
a))

a

I3 = ∑
1≤a≤

√
x

εk(a)
a

et I4 = ∑
1≤a≤

√
x

εk( x
a)

a
.

2.1) Nous allons d’abord calculer I4. Comme Ek(x) est une fonction en escalier, εk(x) est
continue et dérivable sauf aux points de discontinuité de Ek(x) qui sont les points entiers.
Par conséquent si N = [

√
x]+ 1 et m = [x], εk(

x
t
) est continue et dérivable sauf aux points

tν =
x
ν
,ν ∈ N, N ≤ ν≤ m.

Nous supposerons que x n’est pas entier, donc les tν ne sont pas entiers. Soit ε un nombre

réel positif tel que ε <
tν− tν+1

2
et tel que tous les nombres entiers de l’intervalle [tν+1, tν]
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soient contenus dans l’intervalle [tν+1 + ε, tν− ε]. Alors d’après le lemme (2.1), nous avons
la relation

∑
tν+1≤a≤tν

εk( x
a)

a
=

Z tν−ε

tν+1+ε

ε( x
a)
t

dt−
Z tν−ε

tν+1+ε

(t− [t]− 1
2
)
[

xε′k(
x
t )

t3 +
ε( x

t )
t2

]
dt

+
1

tν+1 + ε
(tν+1 + ε− [tν+1 + ε]− 1

2
) εk(

x
tν+1 + ε

)

− 1
tν− ε

(tν− ε− [tν− ε]− 1
2
) εk(

x
tν− ε

).

En faisant tendre ε vers 0, on obtient

∑
tν+1≤a≤tν

εk( x
a)

a
=

Z tν

tν+1

εk( x
t )

t
dt− x

Z tν

tν+1

(t ′− [t]− 1
2
)
ε′( x

t )
t3 dt−

Z tν

tν+1

(t− [t]− 1
2
)

εk( x
t )

t2 dt

+
1

tν+1
(tν+1− [tν+1]−

1
2
) εk(ν+1)− 1

tν
(tν− [tν]−

1
2
) εk(ν)

− 1
tν+1

(tν+1− [tν+1]−
1
2
)
dk(ν+1)

ν+1
où nous utilisons le fait que Ek(x) étant continue à gauche, il en est de même de εk(x), donc
εk(ν) = εk(

x
tν

) = lim
ε→0

εk(
x

tν− ε
)

et lim
ε→0

εk(
x

tν+1 + ε
) = lim

c→ν+1
c<ν+1

Ek(c)−Qk(Log(ν+1))

= Ek(ν)−Qk(Log(ν+1)) = εk(ν+1)
dk(ν+1)

ν+1

.

On en déduit donc que

∑
tm≤a≤tN

εk( x
a)

a
=

Z tN

tm

εk( x
t )

t
dt− x

Z tN

tm
(t− [t]− 1

2
)

ε′( x
t )

t3 dt

−
Z tN

tm
(t− [t]− 1

2
)

εk( x
t )

t2 dt− 1
tN

(tN − [tN ]− 1
2
)εk(N)

+
1
tm

(tm− [m]− 1
2
) εk(m)

− ∑
N≤ν<m

1
tν

(tν− [tν]−
1
2
)

dk(ν)
ν

.

En prenant tm+1 = c < 1,et tN+1 =
√

x, on a des relations similaires à (*) pour ν = m et
ν = N, on a donc en définitive (en faisant tendre c vers 1) :

I4 = ∑
1≤a≤

√
x

εk( x
a)

a
=

Z √
x

1

εk( x
t )

t
dt− x

Z √
x

1
(t− [t]− 1

2
)
ε′k(

x
t )

t3 dt

−
Z √

x

1
(t− [t]− 1

2
)
εk( x

t )
t2 dt− 1√

x
(x− [x]− 1

2
) εk(

√
x)

− 1
2

εk(x)− ∑√
x≤ν≤x

1
tν

(tν− [tν]−
1
2
)

dk(ν)
ν

On a εk(x) = O
(

(Log x)k−1
√

x

)
et

1√
x

(x− [x]− 1
2
) εk(

√
x) = O

(
(Log x)k−1

x3/4

)
.

D’autre part
Z √

x

1
(t− [t]− 1

2
)
εk( x

t )
t2 dt = O

(Z √
x

1

ϕk( x
t )

t2 dt
)
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où ϕk(x) =
(Log x)k−1

√
xZ √

x

1

ϕk( x
t )

t2 dt =
1
x

Z x

√
x

ϕk(u) du = O
(

(Log x)k−1
√

x

)
.

On en conclut donc que
Z √

x

1
(t− [t]− 1

2
)

εk( x
t )

t2 dt = O
(

(Log x)k−1
√

x

)
.

2.2) De même comme Ek(x) est une fonction en escalier, E ′k(x) = 0 sauf pour x ∈ N, on en

déduit donc que ε′k(x) =−1
2

Q′
k(Log x) sauf pour x ∈ N.

On en déduit donc que

x
Z

(t− [t]− 1
2
)

ε′k(
x
t )

t3 dt =−
Z √

x

1
(t− [t]− 1

2
)

Q′
k(Log( x

t ))
t2 dt.

Mais Q′
k(Log( x

t )) = ∑
1≤`≤k−1

Re(Log t)(Log x)` où R`(X) est un polynôme de degré ≤

k−1− `. Posons a` =
Z +∞

1
(t− [t]− 1

2
)

R`(Log t)
t2 dt (l’intégrale étant convergente, on en

déduit donc que

x
Z √

x

1
(t− [t]− 1

2
)
εk( x

t )
t3 dt = ∑

1≤`≤k−1
a`(Log x)`

+ ∑
1≤`≤k−1

O((Log x)`
Z +∞

√
x

(Log t)k−1−`

t2 dt)

= Hk(Log x)+O
(

(Log x)k
√

x

)
où Hk(X) est un polynôme de degré ≤ k−1. Nous avons donc finalement

I4 =
Z √

x

1

εk( x
t )

t
dt +Hk(Log x)+O

(
(Log x)k
√

x

)
+ ∑√

x≤ν≤x

1
tν

(tν− [tν]−
1
2
)

dk(ν)
ν

.

Mais on a tν =
x
ν

, donc ∑√
x≤ν≤x

1
tν

(tν− [tν]−
1
2
)

dk(ν)
ν

=
1
2 ∑√

x≤ν≤x

ν(
x
ν
− [

x
ν
]− 1

2
)(Ek(ν)−Ek(ν−1))

=
1
2 ∑√

x≤ν≤x

ν(
x
ν
− [

x
ν
]− 1

2
)(Qk(ν)−Qk(ν−1))+

1
x

O
(

∑√
x≤ν≤x

ν(εk(ν)− εk(ν−1)
)

or
∑√

x≤ν≤x

ν(εk(ν)− εk(ν−1)) = − ∑
ν≤[x]

εk(ν−1)+ [x] εk([x])

+ ([
√

x]+1) εk([
√

x]+1)

donc
1
x ∑√

x≤ν≤x

ν(εk(ν)− εk(ν−1)) =−1
x ∑√

x≤ν≤x

εk(ν−1)+O
(

(Log x)k−1
√

x

)
de même en posant ϕk(x) =

(Log x)k−1
√

x
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∑√
x≤ν≤x

εk(ν−1) = O
(

∑√
x≤ν≤x

ϕk(ν−1)
)

.

Comme ϕk(x) est décroissante pour x≥ e2(k−1, en prenant x≥ e2(k−1), on a d’après le lemme
(2.2)

∑√
x≤ν≤x

ϕk(ν−1) =
Z x−1

√
x−1

(
(Log t)k−1

√
t

)
dt +O

(
(Log x)k−1√

x1/4

)
= O(

√
x(Log x)k−1)

donc
1
x

O
(

∑√
x≤ν≤x

ν(εk(ν)− εk(ν−1))
)

= O
(

(Log x)k−1
√

x

)
.

On en conclut donc que :

∑√
x≤ν≤x

1
tν

(tν− [tν]−
1
2
)
dk(ν)

ν
= ∑√

x≤ν≤x

ν

x
(

x
ν
− [

x
ν
]− 1

2
)(Qk(Logν)−Qk(Log(ν−1)

+ O
(

(Log x)k−1
√

x

)
2.3) Comme Log(x−1) = Log x− 1

x
+O(

1
x2 ), on en conclut que

Qk(Log ν)−Qk(Log(ν−1)) =
Mk(Log ν)

ν
+O

(
(Log ν)k−1

ν2

)
où Mk(X) est un polynôme

de degré ≤ k−1

∑√
x≤ν≤x

ν

x
(

x
ν
− [

x
ν
]− 1

2
)(Qk(Logν)−Qk(Log(ν−1)

=
1
x ∑√

x≤ν≤x

(
x
ν
− [

x
ν
]− (

1
2
) Mk(Log ν)+

1
x

O
(

1
x ∑√

x≤ν≤x

(Logν)k−1

ν

)
=

1
x ∑√

x≤ν≤x

(
x
ν
− [

x
ν
]− 1

2
) Mk(Log ν)+O

(
(Log x)k

x

)
d’après le lemme (2.3).

Posons mν =
[

x
ν

]
+1

Mk

(
Log

(
x

mν

))
= ∑

x
ν
≤n≤mν

Mk

(
Log

(
x
n

)
=

Z mν

x
ν

Mk

(
Log

(
x
t

)
dt

−
Z mν

x
ν

(
t− [t]− 1

2

)
M′

k

(
Log

(
x
t

)
dt
t

+
(

x
ν
−

[
x
ν

]
− 1

2

)
Mk(Log ν

)
+

1
2

Mk

(
Log

(
x

mν

))
.

2.4) Nous aurons besoin de déterminer l’ordre de grandeur de la somme J` = ∑√
x≤ν≤x

mν(Logmnu)`.

Comme la fonction t −→
[

x
t

]
+1 est une fonction décroissante d’après le lemme (2), nous

avons :
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J` = ∑√
x≤ν≤x

mν(Logmnu)` =
Z
√

xx

([
x
t

]
+1

)(
Log

([
x
t

]
+1

))`

dt +O(
√

x(Logx)`)

= x
Z √

x

1
([t]+1)(Log([t]+1))` dt

t2 +O(
√

x(Logx)`)

= x
[

∑
1≤n≤

√
x

(n+1)Log(n+1)`
Z n+1

n

dt
t2

]
+ x

Z √
x

√
[x]

([
√

x]+1) Log([
√

x]+1)` dt
t2 +O(

√
x(Logx)`)

.

Comme sur l’intervalle [
√

x],
√

x,
x
t2 ∼

1
x

, l’intégrale du second membre est O(
√

x(Logx)`).

J` = x ∑
1≤n≤

√
x

(Log(n+1))`

n
+O(

√
x(Logx)`)

= x ∑
1≤n≤

√
x

(Log(n+1))`

n+1
+ x ∑

1≤n≤
√

x

(Log(n+1))`

n(n+1)
+O(

√
x(Logx)`)

= x
[
(Log(

√
x+1))`+1

`+1
+δ

1
` + γ`

]
+C` X +X O

(Z
√

x∞

(Log t)`

t2 dt
)

+ O(
√

x(Logx)`)

.

où C` =
+∞

∑
n=1

(Log(n+1))`

n(n+1)
donc J` = x

(
(Log x)`+1

2`+1(`+1)
+ d`

)
+ O(

√
x(Logx)`) où d`

est un nombre réel.

Nous allons maintenant déterminer la somme I` = ∑√
x≤n≤

√
x

(Log mν)`. Puisque t →
[

x
t

]
+1

est décroissante, on a :

I` =
Z x

√
x
(Log(

[
x
t

]
+1))` dt + O((Log x)`)

= x
Z √

x

1
(Log([t] + 1))` dt

t2 + O((Log x)`)

= x ∑
1≤n≤

√
x

(Log(n+1))`
Z n+1

n

dt
t2 +O((Log x)`)

= x ∑
1≤n≤

√
x

(Log(n+1))`+1

n(n+1)

= C` x+ x O
(Z +∞

√
x

(Log t)`

t2 dt
)

+O((Log x)`)

où C` x+O(
√

x(Log x)`+1).
2.5) On en déduit donc que Mk(Log x

mν
) = x Wk(Log x)+O(

√
x(Log x)k) où Wk(X) est un

polynôme de degré k−1, puisque Mk(X) est un polynôme de degré k−1.
2.6) Revenons maintenant à la relation ( ** ) qui s’écrit :
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1
x ∑√

x≤ν≤
(

x
ν
− [

x
ν
]− (

1
2
) Mk(Log ν) =

1
2x

Mk(Log(
x

mν

))

+
1
x ∑√

x≤ν≤x

Z mν

x
ν

Mk(Log(
x

mν

)) dt

− 1
x ∑√

x≤ν≤x

Z mν

x
ν

(t− [t]− 1
2
) M′

k(Log(
x
t
))

dt
t

.

D’après le résultat établi dans la partie (III 2.4), on a donc la relation
1
x ∑√

x≤ν≤
(

x
ν
− [

x
ν
]− (

1
2
) Wk(Log ν) =

1
2x

Mk(Log(
x

mν

)

+
1
x ∑√

x≤ν≤x

Z mν

x
ν

Mk(Log(
x
t
)) dt− 1

x ∑√
x≤ν≤x

Z mν

x
ν

(t− [t]− 1
2
) M′

k(Log(
x
t
)) dt

+O
(

(Log x)k
√

x

)
.

2.7) Nous allons maintenant calculer l’expression

φ(x) =
1
x ∑√

x≤ν≤

Z mν

x
ν

(t− [t]− 1
2
) M′

k(Log(
x
t
))

dt
t

.

Comme Mk(X) est un polynôme de degré k−1, M′
k(Log( x

t )) = ∑
0≤`≤k−2

Q′
`(Log t)(Log x)`

où Q′
`(X) est un polynôme de degré ≤ k− 2− ` dérivée d’un polynôme Q`(X) de degré

≤ k−1− `. Comme [t] = mν−1 sur l’intervalle
[

x
ν
,mν

]
, on en déduit que :

Z mν

x
ν

(t− [t]− 1
2
) M′

k(Log(
x
t
))

dt
t

= ∑
0≤`≤k−2

(Log x)`
Z mν

x
ν

(t−mν−
3
2
) Q′

`(Log t)
dt
t

φ̂ν,`(x) =
Z mν

x
ν

(t−mν−
3
2
) Q′

`(Log t)
dt
t

=
[
(t−mν− 3

2) Q`(Log t)
]mν

x
ν

−
Z mν

x
ν

Q`(Logt)dt− 3
2

Q`(Logmν)−
x
ν

Q`(Log(
x
ν
))

+(mν +
3
2
)Q`(Log(

x
ν
))

[
tQ̃`(Logt)

]mν

x
ν

où Q̃`(X) est un polynôme de degré ≤ k−1− `.

Φν,` =
x
ν

[
Q̃`

(
(Log(

x
ν

)]
−mν Q̃`(Log(mν))−

3
2

Q`(Log mν))+

mν Q`(Log( x
ν
))+

3
2

Q`(Log(
x
ν
))

φ(x) = ∑
0≤`≤k−2

(
∑√

x≤ν≤x

φν,`(x)
)(

Logx
)`

2.7.1) D’après le lemme (2.3) ∑√
x≤ν≤x

x
ν

[
Q̃`(Log(

x
ν
)−Q`(Log

(
x
ν

)
)
]

= x G(1)
` (Log x) +

O(
√

x(Logx)k−2−`) où G(1)
` (X) est un polynôme de degré ≤ k− `.

2.7.2) Comme ∑√
x≤ν≤x

(Logν)` = x T`(Logx)+ O(
√

x(Log x)`) où T`(X) est un polynôme



22 H. SEYDI

de degré `, on en déduit que

∑√
x≤ν≤x

Q`

(
Log

x
ν

)
= x G(2)

` (Log x)+O(
√

x(Logx)k−1−`)

où T`(X) est un polynôme de degré `, on en déduit que

∑√
x≤ν≤x

Q`(Log
x
ν
) = xG(2)

` (Logx)+O(
√

x(Log x)k−1−`)

où G(2)
` (X) est un polynôme de degré ≤ k−1− `.

2.7.3) D’autre part d’après les résultats de la partie ( )

∑√
x≤ν≤x

mνQ̃`(Logmν) = x G(3)
` (Logx)+O(

√
x(Logx)k−`)

et
∑√

x≤ν≤x

Q`(Logmν) = cx+O(
√

x(Logx)k−`)

où G(3)
` est un polynôme de degré k− ` et c est une constante.

2.7.4) Il nous reste maintenant à calculer ∑√
x≤ν≤x

mνQ`

(
x
ν

)
.

La fonction t −→
([

x
t

]
+ 1

)(
Log

(
x
t

))3

est une fonction de croissante, donc d’après le

lemme (2.2) on a :

∑√
x≤ν≤x

mν Q`(Log
(

x
t

))
=

Z
√

xx

[
x
t

]
+1

)
Q`(Log(

x
t

)
dt

+O(
√

x(Logx)k−1−`)

= x
Z √

x1
([t]+1) Q`(Log t)

dt
t2 +O(

√
x(Logx)k−1−`)

= x ∑
1≤n≤

√
x

(n+1)
[

A`(Logt)
t

]n+1

n
+O(

√
x(Logx)k−1−`)

où A`(X) est un polynôme de degré k−1− `

(n+1)
[

A`(Logt)
t

]n+1

n
= A`(Log(n+1))−A`(Logn)− A`(Logn)

n

comme Log(n+1) = Logn+
1
n

+O(
1
n2 ), on en déduit que

(n+1)
[

A`(Logt)
t

]n+1

n
=

Ã`(Logx)
n

+Cn,`
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où Ã`(X) est un polynôme de degré ≤ k−1− ` et Cn,` = O
(

(Logn)
n2

)k−1−`

.

Donc ∑
1≤n≤

√
x

(n+1)
[

A`(Logt)
t

]n+1

n
= Ḡ(

`3)(Logx)+ ∑
1≤n≤

√
x

dx,` +O
(

(Logx)k−1−`

√
x

)
.

Mais ∑
1≤n≤

√
x

dn,` = d +O
(Z +∞

√
x

(Logt)k−1−`

t2

)
+O

(
(Logx)k−1−`

√
x

)
= d` +O

(
(Logx)k−1−`

√
x

)
où d` =

+∞

∑
n=1

dn,` ∈ R.

Par conséquent ∑√
x≤ν≤x

mν Q`(Log
x
ν
)) = x G̃(3)

` (Logx) + O(
√

x (Logx)k−`) où G̃(3)
` (X) =

Ḡ(3)(X)+d

On en conclut donc que φ(x)=
1
x

Z mν

x
ν

(t−[t]− 1
2
) M′

k(Log(
x
t
))

dt
t

= Gk(Logx)+O(
(Logx)k
√

x
où Gk(X) est un polynôme de degré ≤ k.
2.8) Enfin

1
x ∑√

x≤ν≤x

Z mν

x
ν

Mk(Log
x
t
)) dt

= ∑√
x≤ν≤x

Z mν

x
ν

Mk(Log u)
du
u2

= ∑√
x≤ν≤x

[
Nk(Logu)

u

]ν

x
ν

où Nk(X) est un polynôme de degré k.[
Nk(Logu)

u

]ν

x
ν

=
Nk(Logν)

ν
−

mν Nk(Log( x
mν

)

x

D’après le résultat établi dans la partie (III.2.4) et le lemme (2), il existe donc un polynôme
Vk(X) de degré ≤ k +1 tel que donc :

1
x ∑√

x≤ν≤x

Z mν

x
ν

Mk(Log
x
t
)) = Vk(Logx)+ O

(
(Logx)k
√

x

)
.

2.9) On a donc finalement I4 = Fk(Logx)+ O
(

(Logx)k
√

x

)
+

Z √
x

1
+

εk( x
t )

t
dt où Fk(X) est

un polynôme de degré ≤ k−1.

Calculons maintenant la somme I′3 = I3 +
Z √

x

1

εk( x
t )

t
dt = ∑

1≤a≤
√

x

εk(a)
a

+
Z x

√
x

εk(u)
u

du.

Comme Ek(x) est une fonction en escalier, E ′k(x) = 0 sauf aux points x ∈N. Par conséquent

ε′k(x) = −1
x

Q′
k(Logx). Donc ε′k(x) < 0 pour x /∈ N suffisamment grand puisque le coeffi-

cient dominant de Qk(X) est nécessairement positif étant donné que Ek(x) = Qk(Logx)+

O
(

(Logx)k−1
√

x

)
. En prenant x suffisamment grand pour que ε′k(u) < 0 su u≥

√
x et u ∈ N,
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on en déduit que εk(u) est décroissante sur [x,x+1[ si x≥
√

x et n∈N, εk(u) étant continue
à gauche en tout point. On a donc la relation

εk(n)
n

≥
Z n+1

n

εk(u)
u

≥ εk(n+1−0)
n+1

Or

εk(n+ ε)− εk(n− ε) = Ek(n+ ε)−Ek(n− ε)− [Qk(Log(n+ ε))−Qk(Log(n− ε))]

donc εk(x)− εk(n−0) = Ek(n)−Ek(n−1) = Qk(Log(n))−Qk(Log(x−1))

+O
(

(Logx)k−1
√

x

)
= O

(
(Logx)k−1

√
x

)
.

On en déduit donc la relation

εk(n)
n

≥
Z n+1

n

εk(u)
u

du≥ εk(n+1−0)
n+1

=
εk(n+1)

n+1
O

(
(Logx)k−1

n3/2

)
On a donc :

I′3 = ∑
1≤a≤

√
x

εk(a)
a

+
Z √

x

1

εk(u
t )

t

= ∑
1≤a≤x

εk(a)
a

+O
(

(Logx)k−1
√

x

)
et comme la série ∑

εk(n)
n

est convergente puisque εk(n) = O
(

(Logn)k−1
√

n

)
, on en déduit

donc que I′3 =
+∞

∑
1≤a≤

√
x

εk(n)
n

= Ck donc I′3 = Ck− ∑
x≤a≤+∞

εk(a)
a

+O
(

(Logx)k−1
√

x

)
et comme

εk(a)
a

= O
(

(Loga)k−1

√
a3/2

)
, on a également ∑

x≤a≤+∞

εk(a)
a

=

O
(

(Logx)k−1

√
xk−1

)
, donc I′3 = Ck +O

(
(Logx)k−1

√
xk−1

)
,

Ck ∈ R.

2.10) Calculons maintenant I2 = ∑
x≤a≤

√
x

Qk(Log( x
a))

a
.

Nous avons Qk(X) = ∑
0≤`≤k

a` X `, a` ∈ R et ak > 0

Qk(Log(
x
a
)) = ∑

0≤`≤k
a` ∑

r+s=`

Cs
`(−1)s(Logx)r(Loga)s

donc I2 = ∑
0≤`≤k

a` ∑
r+s=`

Cs
`(−1)s(Logx)r(Loga)s

∑
1≤a≤

√
x

(
(Loga)s

a
).

Mais d’après le lemme (2.3) ∑
1≤a≤

√
x

(Loga)s

a
=

1
s+1

(Log
√

x)s+1 + γs +O
(

(Log
√

x)s
√

x

)
=

1
2s+1(x+1)

(Logx)s + γs +O
(

(Logx)s
√

x

)
.
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On en conclut donc que

I2 = ∑
0≤`≤k+1

C`(Logx)` +O
(

(Logx)k
√

x

)
où les Ci sont des nombres réels.

De même I1 = ∑
1≤a≤

√
x

Qk(Loga)
a

= ∑
0≤`≤k+1

C`(Logx) où les C` sont des nombres réels.

On en déduit donc que Si +S′i = I1 + I2 + I3 + I4 = Bk(Logx)+O
(

(Logx)k
√

x

)
où Bk(X) est

un polynôme de degré ≤ k +1.

Par conséquent Ek+1(x) = ∑
1≤i≤k+1

(Si + S′i) = Qk+1(Logx)+ O
(

(Logx)k
√

x

)
où Qk+1(X) =

(k +1) Bk(X) est un polynôme de degré ≤ k +1.
3) D’après le raisonnement fait dans la partie III), nous avons également Dk+1(x)= x Pk+1(Logx)+
O(
√

x(Logx)k) avec 1+deg(Pk+1)≤ deg(Qk+1), et comme d’après ([2] 12.1.4 Chap. XII),
on a également Dk+1(x) = x P̄k+1(Logx)+ O(x

k−1
k ), avec 1 + deg(P̄k+1) = k + 1. Nous en

concluons que deg(P̄k+1) = deg(Pk+1), donc deg(Qk+1)≥ 1+deg(Pk+1) = 1+deg(P̄k+1) =
k +1, ce qui implique que deg(Qk+1) = k +1.
Ce qui termine la démonstration du lemme (2.4).

DEMONSTRATION DE L’HYPOTHESE DE LINDELÖF :
Soit un entier≥ 2. Alors d’après le lemme précédent ∆k(x)= Dk(x)−x Pk(Logx)= O(

√
x(Logx)k−1).

Donc si αk désigne le plus petit nombre réel α tel que ∆k(x) = O(xα+ε) quel que soit ε > 0,

on a αk ≤
1
2

. D’après ([2] 13.4) cette relation implique l’hypothèse de LINDELÖF.

Les conséquences suivantes de l’hypothèse de LINDELÖF sont données dans ([2] Chap.
IX et XIII).

Soit k un entier ≥ 2 et βk la borne inférieure des nombres réels β tels que
1
x

Z x

0
∆

2
k(y) dy =

O(xβ+ε) pour tout nombre réel positif ε.

Corollaire 2.5. βk =
k−1

2k
.

Corollaire 2.6.
1

2π

Z +∞

−∞

|ς(σ+ it)|2k

|σ+ it|2
=

Z +∞

0
∆

2
k(x) x−2σ−1 dx < +∞ quel que soit σ >

βk =
k−1

2k
.

Corollaire 2.7. 1)
1
T

Z T

1
[ζ(

1
2

+ it)|2k dt = O(T ε) (k = 1,2,3...).

2) lim
T→+∞

1
T

Z T

1
|ζ(σ+ it)|2k =

+∞

∑
n=1

d2
k (n)
n2σ

(σ >
1
2

; k = 1,2,3...)

Corollaire 2.8. Pour tout σ >
1
2
,N(σ,T +1)−N(σ,T ) = o(LogT ).
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Corollaire 2.9. S(t) = o(Logt) et S1(t) = o(Logt).

Corollaire 2.10. Pour tout entier k > 0 et tout σ >
1
2
, ζ

k(s) = ∑
1≤n≤tδ

dk(n)
ns +O(|t|−λ) (t >

0).
où δ est un nombre réel positif quelconque < 1 et λ = λ(k,δ,σ) > 0.

Corollaire 2.11. N(σ,T ) = O(t2(1−σ)+ε) uniformément pour σ≥ 1
2

.
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