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Abstract : The main aim of this article is to prove the following theorem :
THEOREM(LINDELOFF HYPOTHESIS) : {(c+it) = O(|¢t|®) for every real number € > 0

1
and for every ¢ > 7.

Résumé

Le but de cet article est d’établir le théorén@ suivant :
THEOREME (HYPOTHESE DE LINDELOF) : {(c +ir) = O(]¢t|¥) quel que soit
le nombre réel € > 0 et quel que soit ¢ > %
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1 Introduction

Dans la théorie des séries de DIRICHLET, I’étude de I’ ordre d’une fonction définie par
une séries de DIRICHLET occupe une place importante. L'HYPOTHESE DE LINDELOF
porte sur 1’ordre de la fonction {(o) dans la bande critique 0 < ¢ < 1. On montre que si
f est une fonction définie par une série de DIRICHLET, il existe un nombre réel 6o (f)
tel que la série de DIRICHLET définissant f soit absolument convergente quel que soit
C=o0+it et 6> op(f). On définit I’ordre us(c) de f pour 6 > Go(f) comme la borne
inférieure des nombres réels tels que f(s) = O(|t|*),s = 6+ ir. On montre que la fonction
y = (o) est une fonction continue de 6 dans I'intervalle ]6o(f),+oo[ et que si 6; < 6
appartiennent a cet intervalle et si y = ¢(0) est I’équation de la droite passant par les points
M, = (o1,u¢(01)) et My = (02,ur(02)), on a (o) < g(c) quel que soit G appartenant a
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8 H. SEYDI

'intervalle [01,03).

Comme la fonction {(o) est bornée pour 6 > 1+-¢,c > 0, on en déduit que u(c) = u¢ (o) =
0 si 6 > 1 et par continuitée on a également u(1) = 0. L’équation fonctionnelle {(s) =
x(s)E(1 —s) et la relation | x(s) |~ (%)1/2_0 pour a < 6 < b quand |7 | tend vers oo,

montrent que u(G) = 3 — 6 si 6 < 0 et par continuité on a u(0) = 1. La droite joignant les

points M; = (0, 1) et M, = (1,0) a pour équation y = g(6) = 1 — S, onadonc u(c) < 5 — ¢
quel que soit ¢ appartenant a ’intervalle [0, 1]. L’hypothése la plus simple possible est que

le graphe de (o) consiste en deux lignes droites :

=
Qo

I

I

|
Q
Z
Q
IA

v
N = N =

etu(c) =0 si ©

Cette hypothése est connue sous le nom d’HYPOTHESE DE LINDELOF. Elle est équivalente
4 0(3 +it) = ©(| 1 |¥) quel que soit le nombre réel € > 0. Le probléme est lié au probleme
des diviseurs consistant en la détermination de la valeur asymptotique de D(x) = ¥, <, d(x),
ol d(n) estle nombre de diviseurs de n et a celui de Dy (x) = ¥, <, dk(x), o di(x) est le nom-
bre de possibilités d’écrire x comme produit de k nombres positifs, on a donc D(x) = D, (x).
DIRICHELET a établi les relations suivantes :

D(x) = xLogx+ (2y— 1)x+ G(x%)

Dy (x) = xP(x) + Ax(x)

ou Py(x) est un polyndme de degré k — 1 et Ax(x) = 0(x1*%L0gk_2x) pour k > 2. En
définissant o comme la borne inférieure des o tels que Ag(x) = O(x**€),e > 0, on a
donc o < 1—1 = %1, On montre qu’on a la relation 1 [ A (u)du = O(x*P€),e > 0
et que Py > %, que la relation B; = kz;kl est équivalente a la relation & < HTI, et que
I’HYPOTHESE DE LINDELOF est équivalente a chacune des relations suivantes : 0y < 1
B < % et By = % Dans cet article nous montrons que Ag(x) = O(x%Logk*Ix), ce qui im-
plique donc que oy < % et établit "HYPOTHESE DE LINDELOF.

Nous allons maintenant établir le théoréme suivant :

THEOREME (HYPOTHESE DE LINDELOF) : {(c + it) = O([¢[f) quel que soit le

nombre réel € > 0 et quel que soit ¢ > %

2 Démonstration de I’Hypothese de Lindeloff

Lemme 2.1. Soit ¢(x) une fonction continument dérivable sur ’intervalle [a,b)]. Alors si [x]
désigne le plus grand entier inférieur ou égal a x, on a la relation

b b 1
n) = x) dx x—[x]—=) ¢'(x) dx
X = [edrs [k -5
+(a—[a] - 3) 0(a) — (b—[b] = 3) O(b).
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Dénbzonstration. Nous avons :

(bl a
[0 ax /[a]bm»'()dx/ o dxt [ 060 dx
-y n [ (s al{o(a) —0(1a)} + T{0(2) —0(15)}

[a] "
b
= Z[,]n{¢n+1 0(n)} —[al{o(a) — o([b])} + [b]{0(b) — o([b]) }

— =Y o) —[de(a) + o)

n=[a]+1

De méme

[ 63600 dx= 0 )00) ~ (@ 3) 0(6)— [ 0(x)

a 2 2 2 a
On a donc
b 1 (] b 1 1
[ a-b= 0= Y o)~ [ o) dr+(a— [~ )o@~ (b= 6]~ 5) §(2)
a n=[a]+1 a
ce qui équivaut au résultat. 0

Lemme 2.2. Soient N un entier > 0 et f(x) une fonction a valeurs réelles monotone définie
sur [N, +oo[. Alors on a la relation

Y, £ = [ £+ 0(£()]+ £,

N<n<x

Démonstration. On peut supposer f croissante. Soient m = [x],axy = N+ksik <m—N
et a,_ny+1 = x. En calculant les sommes de RIEMANN de ce découpage, on obtient la
relation :

Y S+ omfn < [fodes Y fn)+-m)f).
N<n<m—1 N N+1<n<m
On en déduit donc la relation :

(r=m) f(m) < /N eyde— Y fl) < [Fm) — fN)] - (x-m) £ ()
N<

n<m-—1

— (x—m—1) /f t)dt— Z fn (N)+ (x—m) f(x).

N<n<x

Ce qui implique donc la relation

Y, f(n)

N<n<x

FE+1F N
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Lemme 2.3. Soit k un entier > 0. Alors on a la relation

o) _(Log"! o o))
X X

1<n<x n

ol Y est une constante absolue et Y, =Y (constante d’EULER).

Démonstration. 1) Nous commencerons par le cas classique k = 0. Soit m = [x] + 1. Posons

1 1
Oy =——Log(1+-).
n n

1 1
Alors on a Log m = Log(1+—-) = - — On.
gm= Y} Log(l+)= } .- L &
<n<m-—1 1<n<m—1 1<n<m-—1
1 oo
Or0<9, < 22 donc la série Z d, est convergente et sa somme est un nombre positif

Y (constante d’EULER). De plus ona

~+oo 1

1 1
25< Z EZ T 2(m—1)

m—1
1 1 1
On en conclut donc que Z — = Log m+Yy+ O(—). Mais Log m = Logx+ O(—) et
1 n m X

o(—) = ), donc Z ) %:Log(x)—l—y(,—FO(%).

m 1<n<x 1<n<m—1

2) Nous supposerons maintenant que k = 1. Posons m = [x] + 1. Il est clair que (Log m)* =
_ 1 1
Z [Log(n+1)? —Log(n)*] et comme Log(n+ 1) = Log(n) + ~ — &,,, nous avons : 5 (Logm)* =
n=1 n

mfl

1
2n2

- 1
Z 8L0gn+ 8 - -8).
n=1 n=1 2
Comme O < §, < 2 55 on en conclut donc que
Ry 11 < Logn
2
Z <6n LOgn+n8n—2n2—28n> <n;m n2

n=m
+oo ], L
_ / 0g(x) dx+0( =28 ) (@ apres le lemme (2))

1 Logm Logm
Tt L M

m m m?
+o0
Les deux premiers membres de cette derniere relation montrant que la série Z (8,Logn +
n=m
1 Logn 1
S5, 08

n n? 2

) est convergente et si y; désigne sa somme, on en déduit que

m—1

Logn 1 Logm
y =8 :2(L0gm)2+Y1+0< i )

n=1 n

Log m Log x

1
Or Log m = Logx + O(;) et O(

donc

)=0(

m X

):
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Logn Logn 1 Log x
y 5= ¥y B (Log) +Y1+O< 8 )
1<n<x M 1<n<m—-1 1 "2 n

3) Nous supposerons maintenant k > 2.

Nous poserons comme toujours m = [x] + 1. Il est clair que
m—1
1
(Log m)**1 =Y [(Log(x+ 1)) — (Log(x))¥] et comme Log(n+1) = Log n+ — —§,.
n=1 n
On en déduit que :

v (v A Y
(Log m) Y | X Ciii(Logn) (0= 8) -

n=1 \/=0

1
Comme 0 < §, < on en conclut que pour

m2’
1 _ Log n)’
(K Clpy (Logn)! (- —8,)""! ﬂ:o<(:’2)>.

(Log m)**! = Z Log n)t Z u, ol

n=1

On a donc la relation !
k+1

1A=l 1 _ Logn
up = —8,(Log n)* + %Z Ciy1(Log ”)E(E —3,) 1 = 0((nz)>
(=0

~+oo
Donc la série Z u, est convergente et si y; désigne sa somme, on a :
n=1

1

m—1 LO n k +oo
1 (Log m)F! = Z (L)—i-vk— Z Uy.

n=1 n n=m

(Log n)"

Mais u, est combinaison linéaire d’expressions qui sont O< 3 ) pourun/, 0 </ <k.
n

Or d’apres le lemme (2.2), on a la relation
f(m@M:/M@%nQMH)@@mv
n? m x2 m? '

Pour /> 1,0na

[ asm el

m X2 m x2
teod 1
et pour £ =0, —;C:—.
m X m
On voit donc par récurrence sur ¢ que / ( ngx) dx = 0<( og m) ) donc Z u, =
m X

L k
0 <(%,m)> on en déduit donc que
m

k

eS|
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(Log m>k> oLt m)t

m X

1
et comme Log m = Log(x) +O(=) et 0<
x

que

), on en conclut

g Lot Lo Lo
R k+1 X '

C.QED. O

Soit n un entier positif. Pour tout entier k > 1, di(n) désignera le nombre de maniere
d’exprimer n comme un produit de k facteurs, donc d(x) = d(x) désigne aussi le nombre
de diviseurs de n, et dl( ) =1 quelque soit n.

Nous définirons Dy (x Z di(n

1<n<x

Lemme 2.4. Pour tout entier k > 2, on a les relations

di(n)

oo )

Z di(n) =x P L0gx)+0<f(L0gx)k h

1<n<x

ot XPy(X) et Qx(X) sont des polynémes de degré k.

Démonstration. 1) Nous allons d’abord calculer E;(x). Comme d5(x) est égal au nombre
de couples (a,b) tels que ab = n, nous avons :

dr(n
y 2oyl

1<n<x

ou la somme au second membre s’étend a tous les nombres a et b tels que ab < x. Soit S
la partie de cette somme dans laquelle a < \/x, S; la partie de cette somme dans laquelle
b < /x et S5 la partie de cette somme dans laquelle a < /x et b < /x . Il est clair que
EQ( ) S1+8,— 53
Posons y = \/x,z = ; nous avons alors d’apres le lemme (2.3) :

1 1 1

Si= XY= Log( )+v+0< )
a<y ab<z a<y a
Lo a
= LogzY - Y “Ehayy o Z*
a<y a<y a<ya a<y
1 1 1
= [Logz+YHL0gy+Y+0(§)]—E(Logy) —y+o(28Y y )+0(y>

Log x

3 3
= 3 Logx)+ S yLogx+7 —n+0(=>)
Il est clair que S, = S; d’apres le lemme (2.3), nous avons également

S3=<Z 1>2 = [Logy+Y+0(i)r

a<y a
1

Log x '
= — (Logx)*+YL
4( 0g X)°+vy 0gx—|—Y2+0< NG )
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Par conséquent on a :

1 Log x
Ez(x):S1+S2—S3:Z(Logx)2—|—2'yL0gx+Yz—|—O< fi >

(Logx)""

/x

IT) Nous allons maintenant montrer que si E¢(x) = Q(Log x) + O( ) pour ¢ <k,

ol Qy(x) est un polynéme de degré ¢, on a
(-1
L
Dy(x) =x Py(Log x)+ O <(0\;x) > pour ¢ < k, out Py(x) est un polyndme de degré ¢. 11
X

nous suffit de prouver 1’assertion pour ¢ = k.

d
Posons u,, = 169 etv,=n.
Nous avons donc
Di(x) = Uy Vy,
1<n<x
= Y [EX)-Em-1)]v,
1<n<x
= Z Ex(n)[vy — vns1] Ex(m) vy
1<n<x—1
ol Dy(x) = — Z Ex(n) 4 Ex(m) vy,
1<n<x-1

Puisque m = x + O(1), on en déduit que Ey(m) v,, = x Si(Log x) + O(\/x(Log x)*~! ou
Sk(X) est un polyndme de degré k puisque

O(Sk(x)) = O(v/x(Log x)* ).

k—1
Comme Ei(x) = Ox(Log x) + O < (Log %) > - Z Ei(n) est combinaison linéaire
\/;C 1<n<x—1
d’expression de la forme Z (Log n)g 0 < ¢ <k et d’une expression de la forme
1<n<x—1
of ¥ (en)
1<n<x—1 \/;l

D’apres le lemme (2.2), on a :

Z (Logn)! = /1x_1 (Log t)" dt + O((Log x)")

1<n<x—1 |
e
= (x—1)Log(x—1) —5/ (Log 1)1 dt + O((Log x)")
1
On démontre par récurrence sur ¢ que

x—1
/ (Logt)'dt = (x—1) Hy(Log(x—1)) ou Hy(X) est un polynome de degré ¢ et comme
1

1
Log(x—1) = Log x+ O(—), on en déduit que
x
x—1
/ (Log t)" dt = x Ty(Log x) + O((Log x)") ot Ty(X) est un polyndme de degré /.
1

On en déduit donc que

Dy(x) = x Py(Log x) + O((Log x)k) +0<1<nz<~;1 (Lf;gﬁn))

(Log x)¥!
Vn

En considérant maintenant la fonction fi(x) = ,ona:
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f(x) = 2(k —zlx)\;;cLog X

Posons m = [¢**~2], alors pour x > m+ 1. On a d’apres le lemme (2.1) :

. (Log x)k’1 qui st décroissante pour x > ¢*2,

L k—1 L x—1 x—1 ([, lk_l
% = Z (0gn)+/ %dl‘—}—O(l)
tcnze1 VI 1t VR mil /1
x—1 (Log t)kfl
= / =08 dar+o(1)
m t
X (LOg t)kfl = \[
/ N/ dt = 2\x—1(Log(x— 1) —2ym+1 (Log(m+1))k!
m+
x—1 k—1 .
m-+1 \/i

On montre donc par récurrence sur k,

1 (Log 1) ; 5 /

que /m+1 - dt =+/x—1Ug(Log(x—1)) ou Ux(X) est un polyndme de degré k— 1,
(Log )" _ -

@ESH 7 O(v/x (Log x)™").

Par conséquent Dy (x) = x Pi(Log x) + O(/x(Log x)*~!') ol X P,(X) est un polyndme de

degré < k. Mais comme Dy (x) = x Bi(Log x) + O(x'% ) d’aprés ([2] 12-1-4) od B (X) est

un polynéme de degré k, on en déduit que Py (X) est de degré k.

II) 1) Il nous suffit maintenant de montrer que si

donc

(—1
L
Ei(x) = Q¢(Log x) + O <( Tﬁx) ) pour tout £ < k, ot Qy(X) est un polyndme de degré
X
£, alors on a également
(Log x)*\ . A (
Exi1(x) = Qk+1(Log x)+ O NG ol Og+1(X) est un polyndme de degré k.
X
d 1
Par définition Ey;(x) = dic1 (1) donc Ej41(x) = Z — (%)
1<n<x n | <n<x Aly .oy Qg1
aj...agy1=n
Posons b; = H a; et pour chaque i, 1 <i < k+ 1, soit si la somme des termes du second
1<j<k+1
i
membre de 1’expression (*) pour lesquels b; < /x. Il est clair que
di(b) 1 di () X b
Si= X S, X .= X [Log(7 +7+0()]
1<b<\/% 1<a<:?  1<p<i x
di (D di(b di(b
= Log(x) . Z lg)_ Z IS>L0gb+Y Z IE)
1<b</x 1<b</x 1<b< /%
1 di(b)
+ o) Y, 2
RV
di(b Log x)*
— lLog) + 3 BV~ X, N Lo+ o 12
1<b< V& .

De méme soit S} la somme des termes du second membre de 1’expression (*) pour lesquels
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b > /x
di(D)
St = -
1<aZ<\/5ca ZX b
=4= JA<h< =
a
1
S = L -EBC)-E()
l<a<\[
1
= —|=zLogx+Yy+0(— } Vx) + Z fEk
2 \[ l<a<\f
On a donc : !
Si+S; = = Log(x) va)+ Y -
2 1<a<\[
L
oy dkaa)mgbw(( ogx))
1<h<y/x v
Calculons maintenant A = Z i (b) Log b
1<b<\/x
Y Ec(b) [Log(b) — Log(b+ 1)] + Ex(m) Log(m) ol m =[]
1<b<\/x

Mais Ey(m) = Ey(\/%) et Log(m) = ~ Log(x) + 0( ! ) donc

2 Vx
I, 1 (Log x)*
A=— Ev(b) Log(1+ —)+ = Log(x Vx)4+0 .
L BG4 )+ st B/ o ()

On en déduit donc que

1 1 Log x)k
Si+ S = Z fEk(E)—i- Z Ek(a)Log(l—i—)—i-O(( 08 %) )
1<z lcasyi T a v

) 1 (Log x)*
M E .Log(l+—)=0 , Sgal t
ais comme Ej(m) . Log( +m) < NG on a égalemen
1 1 Log x)*
Si+Si= Y [ Ex() + Ex(a) Log(l—i-)]—i-O(( o8 %) )
A a a VX
1 x 1 1
S,‘JrSg: Z *[Ek( +Ek + Z Ek |:L0g + - ):|
1<a<yx? a 1<a< /% a a
L of os )t
x

Nous allons d’abord étudier I’expression

= ) Ela [Logl+1) Cll]

l<a<\[

(Log x)*! . N .
2) Nous avons Ei(x) = Qx(Log x) + O — 5 ) ol Q¢(X) est un polyndéme de degré
x
1 1 1
ketLog(1+-——-)=0( = |.
et Log(1+ . x> <x2>



16 H. SEYDI

Soit donc £ un entier, 1 < ¢ < k et soit

1 1
0 _ ¢ 1y !
C = Z (Loga) [Log(l—i—a) a]
1<a<y/x
Posons | |
S = Y [Log(“r)—]
1<a<y a d
| .
= Log(m)— Y, - oum' =[y+1].
1§a§m—1a

D’apres le lemme (2), S(y) = —y+O (;})
Co= Y., S(a)[(Log(a))’ — (Log(a+1))"]+S(m)(Log m)" ot m[y/x].

1<a<vx—1
On en déduit donc que
L l
¢, —of LosxLY,
VX

Par conséquent on en déduit que

1<az<'¢;(L0g\/?kl {Log(u;)ﬂ :O(M\/?“)

et

X ol o)

On a donc la relation

Si+Si= Y I[Ek(z)JrEk(a)]JFO(

1<a</x a

(Lw% x)")_

Comme Ej(x) = Qi(Log x) +&(x) ol Q(X) est un polyndme de degré k et & (x) =

L k
(0] (Log ) , on en déduit que
VX
Log a Log (*
S4Si=hihihil oun= Yy 2sd oy Ox(Log (3))
i<asyx 4 1<a<yx a
€ e (X
L= Z (@) etly = Z M
a a
l<asyx 1<a<yx

2.1) Nous allons d’abord calculer I;. Comme Ej(x) est une fonction en escalier, & (x) est
continue et dérivable sauf aux points de discontinuité de Ej(x) qui sont les points entiers.

. x . L .
Par conséquent si N = [/x] + 1 et m = [x], Sk(;) est continue et dérivable sauf aux points

X
tV:;,VEI\LNﬁvgm.

Nous supposerons que x n’est pas entier, donc les #, ne sont pas entiers. Soit € un nombre

— 41

- f . .
réel positif tel que € < — et tel que tous les nombres entiers de 'intervalle [ty11,#y]
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soient contenus dans I'intervalle [ty+ + €, —€]. Alors d’apres le lemme (2.1), nous avons
la relation

e (X tv—e g(X ty—¢€ 1 [xel (2 (2
)y [ g [
tvp1<a<n, 9 tyr+e 1 tvi1+€ 2 t t
(fv1 +€— [fosr +€] — 1) ex(——)
hote v+1 V41 ) & ot
1 1 X
- tv—€— [ty —€]— =) g(—).
tv_e(v [ty —€] = 5) "(tv—e)
En faisant tendre € vers 0, on obtient )
e (x tv g, (% tv 1 €&(% tv 1 &(%
I L A R
tyy1<asty a v+l t fy+1 2 t ty41 2 t

b ln = Il = 5) 8V D) — (6] ) &)

fv41
(o1~ v - AL
fyr v+1 v+1 D) V+1
ou nous utilisons le fait que E(x) étant continue a gauche, il en est de méme de € (x), donc
X
& (Vv = &(—)=Ilime
«(V) k(tv) lim k(tv—e)
etlimegy = lim Ey(c)— Or(Log(v+1
I ) = i B~ Qullogtv +1)
di(v+1
= E) -~ QulLogv+ 1) =eg(v+ D

On en déduit donc que

y &(3) _ /lNSk()lC)dz—x/tN (t—[l]—l) £(;) t

tn<a<ity a m !

b ()= 5) slm) .
1 1. di(v
I bubi-bY

En prenant #,,11 = ¢ < l,et ty+] = 1/x, on a des relations similaires a (*) pour v=m et
VvV = N, on a donc en définitive (en faisant tendre ¢ vers 1) :

P R (P SR

1<a<y/x

1 L. di(v)
- 8- L L Gobl-g) =
og x)k1 0g x)F!
On a g(x) = 0<(Lé:/3c)) et \}fc (x—[x]— %) e(vVx) = 0(@)53/2)

VX X VX X
D’autre part / (l‘ _ [I] . ;)Ekt(zz) dt — 0(/ (pkt(zz) dt>
1 1
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ol @ (x) = (Log\/);)k]

[ = o L2200

Vx 1 ek( ) (Log x)*!
On en conclut donc que /1 (t—1[t]— 5) dt = 0(\/;(> .

2.2) De méme comme Ej(x) est une fonctlon en escalier, E} (x) = 0 sauf pour x € N, on en
1

déduit donc que € (x) = ) Q,(Log x) sauf pour x € N.

On en déduit donc que

of - b &

13

dz:—/lﬁ(z—[t]—;)wdz.

12

Mais Q) (Log(7)) = Z Re(Log t)(Log x)* ot Ry(X) est un polynéme de degré <
1<0<k—1
T 1, Ry(Logt
k—l—E.Posonsag:/ (t—[t]—f)M
1 2 t

déduit donc que

JE x
x/l (t—[t]—;)gktg’)dt = ) ay(Log x)*

1<t<k—1

+ Z O((Log x)g/

1<6<k—1 Vx

o o L250)

ou Hy(X) est un polyndme de degré < k — 1. Nous avons donc finalement

dt (I'intégrale étant convergente, on en

2 dr)

L= /Iﬁ &l dt + Hy(Log x) —1—0((14(3;)]()
1 dk(V)
R Rl et D
ﬁ<v<x
Mais on a f, = ., donc Z 1 (ty — [t ]71> di(V)
V=Y e f v viT3 Iy
-2 PRGEE ) (EW) - By 1)
N ;ﬁgq\’(j - [é] - %)(Qk(") —O(v—1))+ i0<ﬁ§<x\’(€k(\’) — e (v — 1))
or Z v(Ek(V) —Ek(V— 1)) = — Z[]gk(v_ ]) + [)C] Ek([x})
Va<v<x v<lx
+ (VA +1) &([va] + 1) O
! ! (Log x)*
done — V(e (V) —&(v—1)) = —- gv—1)+0( —2
xﬁgﬁ" k k x\/iggx ' < VX )
(Logx)*!

de méme en posant @ (x) =

/x
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) ak(v—l):O( ) (pk(v—1)>.

Vx<v<x Vx<v<x
Comme @ (x) est décroissante pour x > ¢2k=1 en prenant x > ¢2*=1)_on a d’apres le lemme
(22 1 k—1 k=1
=1 (Logt)*™ Log x)*~
T TR GRCCL o PR (S
\/);SVSX x—1 t X /4

= O(v/x(Log x)*") .
donciO( ) v(sk(v)—ek(v—l))>:0<(]40g)).

Vx<v<x X
On en conclut donc que :
1 1. di(v V. X X 1
LoDy Y Doutos) - 0ulLostv - 1)
Va<v<x™Y VA<v<x
L of Losnt!
\/i
1
2.3) Comme Log(x—1) = Log x — — + O(— ), on en conclut que
x x
My (L Log v)¥~!
Or(Log v) — Ox(Log(v—1)) = d vog v) +0 <( Ogv\z/) > ol My (X) est un polyndme

de degré <k—1
)3 X({ - [f] - %)(Qk(LOgV) — Ok(Log(v—1)

S X VoV
1 X X 1 1 1 Logv)k!
= )y (§ ~ 51— () MilLog v) + — O<x ) (v)>
Va<v<x Va<v<x
1 x x, 1 Log x)*

1 ¥ E-E- g mltogy)+o L)
Vx<v<x

d’apres le lemme (2.3).
Posons m, = % +1
nty
(on(2)) - 2 (o) - oo
my x nmy n x t

[ )% o[ ) (2.

2.4) Nous aurons besoin de déterminer I’ ordre de grandeur de la somme J; = Z my (Logmnu)é .
Va<v<x

. X . . . s N
Comme la fonction t — [t] + 1 est une fonction décroissante d’apres le lemme (2), nous

avons :
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Ji= Y my(Logmu)’ = /ﬁ([ﬂﬂ) (Log(m+1>>£dz+0(\/5c(Logx)f)

Vx<v<x

Vx
= [0 ) ogll+ 1) + O(Va(Loga))
= X n og\n ¢ n+lg
— L;ﬁ( +1)Log( +1)/n tz}

N
b VA Log((VE+ DG+ 0(Va(Logn))

1
Comme sur 'intervalle [/x], v/, ;2 ~ =, I'intégrale du second membre est O(y/x(Logx)").
x

l
Jo = x Z M—FO(\/;C(LO(QX)Z)

1<n<yE "

l 14
S M_{_x Y w+0(\/}(Logx)£)'

Ty n+1 I<neE nn+1)
L 1 +1 L ZZ
_ oLV s e xaxo / (Logt) 4
£+1 N
+ O(Vx(Logx)")
N v (Log(n+1))f (Log x)™*! N
ou C[ = n;l W donc Jé :X<2w“_l) + df) + 0(\/)?(L0gX) ) ou d[

est un nombre réel.
Nous allons maintenant déterminer la somme [, = Z (Log mv)é . Puisque r — {ﬂ +1

VA<n<y/x
est décroissante, on a :

i [ os([§| +10) dr + (Lo )

X

\/}
= x [ gl + 1) G + Ol(Log )

=« ¥ ogorn) [T

1<n<\/x n
L 1 /41
- nn+1)
+e (Log t)"
= Crx+x 0(/ ( O‘i ) dt) +0((Log x)")
N

ot Cp x+ O(y/x(Log x)**1).
2.5) On en déduit donc que My(Log;;-) = x Wi(Log x) + O(y/x(Log x)k) olt Wi(X) est un
polyndme de degré k — 1, puisque M (X) est un polyndme de degré k — 1.
2.6) Revenons maintenant a la relation ( ** ) qui s’écrit :

&+ 0((Log x)")
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1 x X 1 1 b
— Y C-[]-(5) Mk(Logv) = - Mi(Log(——))
X feve A Y 2 2x my
1 1ty X
+ 0 X[ Mleog()ar
X revar’ v Ny
1 my ,
- L X [ Milzeg()
\/;c<\/§x v
D apres le resultat établi dans la partie (III 2.4), on a donc la relation
1 1
- Z v ] 7 (3) WilLog v) ZZ*Mk(LOg(*)
Vf<v<
1 1ty 1, X
i ¥ [ mtogCya- X[ 010 3) Mittos(h) ar
\f<v< v x\/fcgvgx v
(Log x)*
0 .
Y
2. 7) Nous allons maintenant calculerl expression
dt
=L L ey Moo T
vr<v<
Comme M;(X) est un polyndme de degré k— 1, M} (Log(¥)) = Y, Qj(Log1)(Log x)*

0<i<k—2
ot 0)(X) est un polyndme de degré < k —2 — ¢ dérivée d’un polynéme Q,(X) de degré

<k—1—/¢.Comme [t| = my, — | sur I'intervalle [f},mv} , on en déduit que :

[ -3 Mo = ¥ (wog) [ 1-my3) Qleogn) <

By o(x) = /;m (t—my— %) 0, (Log t) ? [(t —my—3) Qi(Log t)} xv

_/iva”(LOgt)d’ - %QE(LOgmv) - %Qz(Log(g))
+(my + %)Qg(Log(%)) |:tQ~€(L0gt):| XV

ot Qy(X) est un polyndme de degré < k — 1 — /.
x| = X ~ 3
@u= E0n((Loec) | - 01lLogtm)) -3 01(Log )+

my Qu(Log(3)) + 5 Qr(Log(3))

l
o(x) = Z < Z q)vj(x)) <L0gx>
0<l<k—2 N\ /x<v<x
2.7.1) D’apres le lemme (2.3) Z : [Qg(Log(x) - Qg(L0g<x> )} =x GE,I)(Log x)+
v v v ’
Va<v<x
O(v/x(Logx)*=2%) ou Gﬁl) (X) est un polynome de degré < k — /.
2.7.2) Comme Z (Logv)" = x Ty(Logx) + O(v/x(Log x)*) ot T;(X) est un polynéme
Va<v<x
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de degré ¢, on en déduit que

Y o <Logj) = x G} (Log x) + O(V/x(Logx)*~'~")

Vx<v<x

ou Ty(X) est un polynéme de degré ¢, on en déduit que

)3 Qz(Log%) = xGY) (Logx) + O(v/x(Log x)* 1)

Va<v<x

ol ng) (X) est un polyndme de degré < k—1—/.
2.7.3) D’autre part d’apres les résultats de la partie ()

Y, mQi(Logmy) =x G} (Logx) + O(V/x(Logx)* ")

Va<v<x

et
Y. Ou(Logmy) = cx+O(v/x(Logx)"™)

Vx<v<x

ou Gf) est un polynome de degré k — ¢ et ¢ est une constante.

274) 11 nous reste maintenant a calculer E mVQg <> .
Vv
Vx<v<x

3
La fonction t — ( [ﬂ + 1> <Log <);>> est une fonction de croissante, donc d’apres le

lemme (2.2) on a :
y motoe(t)) = [ 2] +1) outto?) a

Va<v<x

+0(v/x(Logx)“ ")

Vx|
:x/ ([t]+1) Qi(Log t) %‘FO(\/;C(Logx)k*l*f)

n+1
ML) o(ytLogn )

1<n<y/x n

ol A¢(X) est un polyndme de degré k — 1 — ¢

(n+1)

{A“Lfg’) ] " ALog(n+ 1)) — A Logn) — A1)

n

1 1
comme Log(n+1) = Logn+ — + O(— ), on en déduit que
n n
Ag(Log)1"" Ay(Logx
(n+1)[ o 8)] _ é(ng)JrCn’é

n
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(Logn) ) k—1—¢

n2

ot Ay(X) est un polynome de degré < k—1— /et Cop = 0(

n—+1 11—
Donc ) (n+1) [A[(I;Ogt)] ' :GI(ZB)(Logx)—I— ) dx,g+0<@0g)cw>.

1<n</x n 1<n</x ﬁ
+eo (L k—1—/¢ L k—1—/¢
1<n<\/x VX f VX
L k—1-¢ o0
:dg—i-O((Qg)\C/);) oudi=Y dg€R.
n=1
Par conséquent Z my Qg(Log{)) =x Gf) (Logx) + O(v/x (Logx)*~*) onn G’f) (X) =
Vx<v<x v
G (X)+d

(Logx)

/x

1 fmv 1 dt
Onenconclutdoncqueq)(x):;/z (t—[t]—E)M,’((LogG)) T:Gk(Logx)—i-O(

ol Gi(X) est un polynéme de degrzé <k
2.8) Enfin

==

Vax<v<x
ol Ny(X) est un polyndéme de degré k.

[Nk(Logu) ] v _ Ni(Logv) v Ni(Log(;,-)

u x Y X
A%

D’apres le résultat établi dans la partie (I11.2.4) et le lemme (2), il existe donc un polynéme
V(X)) de degré < k+ 1 tel que donc :

my L k
Z / My Log = Vi(Logx)+ O (Logx) .
\[<V<x v ﬁ

L E
2.9) On a donc finalement Iy = F(Logx) + 0< 08) > / —|— () ou F(X) est

un polyndome de degré < k— 1.

g (%) gi- Y &(a) +/x e (u) du
t ey Jiou

Comme Ej(x) est une fonction en escalier, E; (x) = 0 sauf aux points x € N. Par conséquent

Calculons maintenant la somme /5 = I3 + /
1

1
g (x) = — Oy (Logx). Donc € (x) < 0 pour x ¢ N suffisamment grand puisque le coeffi-
cient dominant de Qi (X) est nécessairement positif étant donné que Ey(x) = Qx(Logx) +
L k—1
o ( (ogy)
VX

> . En prenant x suffisamment grand pour que €, (u) <Osuu > /xetu €N,
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on en déduit que & (u) est décroissante sur [x,x+ 1[six > y/xetn € N, g (u) étant continue
a gauche en tout point. On a donc la relation

& (n) >/n+18k(”) S &(n+1-0)
n — Jn u n+1

e(n+e) —&(n—e) = Ex(n+e) - Ex(n—¢) - [Qr(Log(n +¢&)) — Ox(Log(n —€))]

donc g;(x) —gx(n—0) = Ex(n) — Ex(n—1) = Ox(Log(n)) — Qx(Log(x— 1))
(Logx)" '\ _ [ (Logx)*!
o) (et

On en déduit donc la relation

&c(n) N /n+1gk(u> du> &(n+1-0) _ g(n+1) 0((Logx)k1>

n u n+1 n+1 n3/2
On a donc : .
L = Y £() + e
1<a<yr @ 1
_ ¥ ela) 0<(L0gx)“>
1<a<x a \/}
€ Logn)<—!
et comme la série Z M est convergente puisque €(n) = O <(ogn)> , on en déduit
" Nz
v &)
d 4 = _— = ! = —
onc que I3 Z . Ci donc I; = C Z
I<a<yx x<a<+oo
€ Logx)*! € Loga)k~! €
k(a) <( 08%) ) et comme M =0 (%) ,on a également Z ) =
a VX a Ja rciTie @
L k 1 L k—1
0( 08%) > donc I} = Ck+0<(%7)]:)1>,
NE
CieR
Log(%
2.10) Calculons maintenant I, = Z M
x<a<y/x a
Nous avons O (X) = Z ar X', ajeRetag>0
0<t<k
Ok (LOg( = ) a ), C(-1)'(Logx) (Loga)’
0<l<k r+s=¢
L N
donch= Y a; Y, Cj(—1)(Logx) (Loga)* ) (( 084) ).
0<l<k  r+s={ 1<a</x a
L § 1 L s
Mais d’apres le lemme (2.3) Z (Loga) = —(Logvx)*™ +v,+0 <(0g\/5c)> =
a s+1 VX
1<a<\/x
1 (Logx)*
———(Logx)* 0 .
reriereon o F)



L’HYPOTHESE DE LINDELOF 25

On en conclut donc que

L=Y ClLogx)'+0 ( (Logx)k>

0<0<k+1 \/;C

ot les C; sont des nombres réels.
L
De méme I} = Z M = Z Cy(Logx) ou les Cy sont des nombres réels.
1<a<yi @ 0<b<k+1
(Logx)

NG

On en déduit donc que S;+ S} =1, + L + I + I = By(Logx) + O( ) ol Br(X) est

un polynome de degré < k+ 1.

. : (Logx)*\
Par conséquent Ej1(x) = Z (Si+S;) = Ok+1(Logx) + 0( > oll Or+1(X) =

1<i<k+1 \/;C

(k+1) Bi(X) est un polyndme de degré < k+ 1.
3) D’apres le raisonnement fait dans la partie III), nous avons également Dy 1 (x) = x Py (Logx) +
O(v/x(Logx)~) avec 1 +deg(Piy1) < deg(Qk+1), et comme d’apres ([2] 12.1.4 Chap. XII),
on a également Dy 1(x) = x Py (Logx) + O(x'T ), avec 1+ deg(Pes1) = k+ 1. Nous en
concluons que deg(P+1) = deg(P1), donc deg(Qk+1) > 1 +deg(Pir1) = 1 +deg(Per1) =
k+ 1, ce qui implique que deg(Qy+1) =k+ 1.
Ce qui termine la démonstration du lemme (2.4). ]

DEMONSTRATION DE I’HYPOTHESE DE LINDELOF :
Soit un entier > 2. Alors d’apres le lemme précédent Ay (x) = Dy (x) —x P (Logx) = O(v/x(Logx)*~1).
Donc si oy désigne le plus petit nombre réel o tel que Ax(x) = O(x**€) quel que soit € > 0,

1 .
ona oy < 5 D’apres ([2] 13.4) cette relation implique 1’hypothese de LINDELOF.

Les conséquences suivantes de 1’hypothése de LINDELOF sont données dans ([2] Chap.
IX et XIII).

1 X
Soit k un entier > 2 et B; la borne inférieure des nombres réels 3 tels que — / A (y) dy =
X Jo

O(x**#) pour tout nombre réel positif €.

k—1
Coroll 2.5.
orollaire Bx = BT
Corollaire 2.6. o / |g61;|>2’ =/ A(x) x72°71 dx < +oo quel que soit ¢ >
k—1
Be =~
r o1
Corollaire 2.7. 1) f/ [§(§+it)12" dr =O(T%) (k=1,2,3...).
= d(n) 1
X )P = k Lo
Z)Tlirior/ " =) —55 (0>7:k=123.)

n=1

1
Corollaire 2.8. Pour tout G > E’N(G’ T+1)—N(c,T) =o(LogT).
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Corollaire 2.9. S(¢) = o(Logt) et Si(t) = o(Logt).

Corollaire 2.10. Pour tout entier k > 0 et tout G > l, th(s) = Z

2 1<n<s®
0).
ou § est un nombre réel positif quelconque < 1 et A = A(k,d,0) > 0.

| =

Corollaire 2.11. N(c,T) = O(*'=9)4€) uniformément pour ¢ >
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